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Formulaciones de Elementos Finitos Para La Ecuación de Darcy:
Aspectos teóricos, numéricos y computacionales Aspectos teóricos,

numéricos y computacionales
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Summary

1 Introducción

2 Principales Etapas en la Aplicación del MEF

3 Problemas: Difusión - Flujo en medios porosos

4 Algunas Formulaciones del MEF

5 Convergencia y aceleración de la convergencia del MEF

6 Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM
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Introducción

Simulación numérica
Explotación de modelos matemáticos acoplando la potencia de la informática

Comprensión
Diseño

Predicción
Optimización

Cálculo de tensiones con MEF
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Introducción

uh(x , y) - Solución numérica del MEF

Gráfica de densidad
Gráfica superficie
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Introducción

uh(x , y , z) - Solución numérica del MEF

Gráfica de densidad



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Introducción

Aproximación por el MEF

Solución exacta Solución exacta cortada
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Introducción

Solución numérica por MEF
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Introducción

Algunas Familias de Métodos de Elementos Finitos

MEF clásico
Galerkin discontinuo
Híbrido primal
MEF Mixto

MEF Mixto híbrido
MEF exóticos
MEF Galerkin enriquecido
MEF multiescala
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Introducción

Computación científica del MEF a gran escala

Explotación de los recursos computacionales

Lenguajes de programación orientado a objetos (C++, Python, Fortran)
Ambientes de computacionales (NeoPZ, Deal II, SfePy )
Estructura de datos
Computación paralela (Memoria distribuida, memoria compartida)
Librerías de Álgebra Lineal Numérica (MKL-Intel,Pardiso, Mumps, Eigen, Metis)
Herramientas de desarrollo de software
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Principales Etapas en la Aplicación del MEF
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Descomposición del dominio espacial Ω
Elementos de tipo: punto, segmento, triángulo, cuadrilátero, tetraedro, pirámide,
prisma y hexaedro.

Fuente: Elaboración propia
Recuperado: https://pages.saclay.inria.fr/
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Espacios de aproximación (Uk
h ) para funciones escalares

Fuente: DOI: 10.1002/nme.6248
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Bases para los espacios de aproximación Uk
h

Recuperado: https://www.comsol.com/multiphysics/finite-element-method
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Construcción de bases para Uk
h : Elemento maestro
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Construcción de bases para Uk
h : transformaciones geométricas
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Bases jerárquicas para espacios de aproximación escalar 1D, 2D y 3D
P. Devloo, C. Bravo, E. Rylo (2008)

Bases jerárquicas LabMec vs base de Lagrange.
Construcción a partir del elemento maestro.
Funciones de forma asociados a los lados.
Usa polinomios de Chebyshev.

Funciones de forma para elemento maestro cuadrilátero
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Bases locales jerárquicas para espacios de aproximación escalar Uk
h

P. Devloo, C. Bravo, E. Rylo (2008)

Funciones de forma para elemento maestro cuadrilátero
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Construcción de espacios de aproximación jerárquicos V k
h en H(div)

D. Siqueira, P. Devloo, S. Gomes (2013)

Base jerárquica de funciones vectoriales
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Principales Etapas en la Aplicación del MEF

Construcción de espacios de aproximación (V k
h ) en H(div)

D. Siqueira, P. Devloo, S. Gomes (2013)

Base jerárquica de funciones vectoriales sobre el elemento maestro
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Problemas: Difusión - Flujo en medios porosos

Ecuación de difusión 
−∇ ·K∇u = f sobre Ω

u = uD en ΓD

−K∇u · n = g en ΓN

K: tensor de difusividad

Densidad (u) Densidad (u) Densidad (u)
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Problemas: Difusión - Flujo en medios porosos

Ley de Darcy (Flujo monofásico en medio poroso Ω)
σ = −K∇u sobre Ω

∇ · σ = f sobre Ω

u = uD in ΓD

σ = g in ΓN

K: tensor de permeabilidad (uniformemente positivo definido)

Presión (u) Magnitud del Flujo (σ)



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Algunas Formulaciones del MEF

MEF clásico

Espacio de aproximación Uk
h

Funciones continuas polinómicas por partes, de grado no mayor a k :

Uk
h ⊂ H1 (Ω)

Forma débil discretizada de la ecuación de difusión
Hallar uh ∈ Uh tal que uh|ΓD = uD y∫

Ω

K∇uh · ∇vh dΩ =

∫
Ω

f vh dΩ+

∫
ΓN

gvh ds, ∀vh ∈ Uh ∩ H1
D (Ω)
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Algunas Formulaciones del MEF

Aproximación mediante MEF H1-conforme



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Algunas Formulaciones del MEF

Matriz esparsa del MEF clásico para la ecuación de difusión

Sin optimización de banda Con optimización de banda
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Algunas Formulaciones del MEF

Formulación Galerkin discontinuo
Espacio de aproximación Vp(Mh) ⊂ L2(Ω)

Funciones discontinuas polinómicas por partes.

Formulación débil discretizada para el problema de Poisson
Find uh ∈ Vp(Mh) such that

Ne∑
e=1

∫
Ωe

K∇uh · ∇vhdΩe +

∫
∂Ω

(uh∇vh · n − vhK∇uh · n)ds +

+

∫
Γi

(< ∇vh · n > [uh]− < K∇uh · n > [vh])ds =

Ne∑
e=1

∫
Ωe

fvhdΩe

∀ vh ∈ Vp(Mh). Γi es la unión de las interfaces.
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Algunas Formulaciones del MEF

Formulación mixta (Método de elementos finitos mixto)
Par de espacios de aproximación balanceados

Vh ⊂ H (div,Ω)

Uh ⊂ L2(Ω)

Discretized weak formulation
Find (σh, uh) ∈ Vh × Uh such that∫

Ω

σh · vh dx +

∫
Ω

uh∇ · vh dx =

∫
Γ

gvh · η ds, ∀vh ∈ Vh∫
Ω

wh∇ · σh dx =

∫
Ω

fwh dx , ∀wh ∈ Uh

where η is the normal field to Γ , unitary and pointing outward.
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Algunas Formulaciones del MEF

Matriz esparsa del MEF mixto aplicado a la ecuación de Darcy

Sin optimización de banda Con optimización de banda
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Algunas Formulaciones del MEF

Método de elementos finitos mixto enriquecido

A. Farias - P. Devloo - S. Gomes - D. Siqueira - D. Castro (2017)

V̂ 1+
k = V̂ ∂

k ⊕ ˚̂Vk+1 and Û1+
k = ∇ · V̂ 1+

k

P. Devloo - S. Gomes - T. Quinelato - S. Tian (2020)

V̂ n+
k = V̂ ∂

k ⊕ ˚̂Vk+n and Ûn+
k = ∇ · V̂ n+

k
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Algunas Formulaciones del MEF

Método de elementos finitos híbrido primal
Par de espacios de aproximación

Yh ⊂ L2(Eh)

Uh ⊂ L2(Ω)

Discretized weak formulation
Hallar (λh, uh) ∈ M(Eh)× Uh tal que∑

e

∫
Ωe

K∇uh · ∇vh dΩe +
∑

e

∫
∂Ωe

λhvh ds =
∑

e

∫
Ωe

fvh dΩe ∀vh ∈ Uh∑
e

∫
∂Ωe

µhuh ds =
∑

e

∫
∂Ωe∩∂ΩD

µhuD ds, ∀µh ∈ Mh
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Algunas Formulaciones del MEF

Matriz esparsa del MEF híbrido primal

Sin optimización de banda Con optimización de banda
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Convergencia y aceleración de la convergencia del MEF

Convergencia y aceleración de la convergencia
Refinamiento uniforme (h-refinamiento)

Estimadores de error a priori:
∥u − uh∥ ⩽ Chk

Refinamiento adaptativo (hp-refinamiento)

Estimadores de error a posteriori:

∥u − uh∥ ⩽
(∑

K∈Th

η2
K

)1/2

donde ηK = ηK (uh)
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Ensamblage de la Matriz FEM con enumeración regular

FEM con orden polinomial bajo FEM con orden polinomial superior
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Ensamblage de la Matriz MEF con enumeración irregular

Ensamblage de una matriz MEF esparsa
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Paradigmas de Computación Paralela
Threading Building Blocks - TBB

Librería de plantillas C++ desarrollado por Intel.
Paradigma basado en tareas.

Open Multi-Processing - OpenMP

Interface de programación paralela en C++ (hilos de procesamiento)
Un hilo (master thread) se encarga de distribuir el trabajo a otros hilos.

Parallel STL de C++17

Conjunto de Plantillas y herramientas para paralelización
Flexible
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Algoritmo de paralelización: Productor - Consumidor

Nucleos de procesamiento que construyen matrices locales con cuadratura de
Gauss.
Nucleos de procesamiento que insertan las matrices locales en la matriz global.

Recuperado: https://jenkov.com/tutorials
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Algoritmo de paralelización: Coloración de grafos

Grafo asociado a una malla MEF
Matriz de adyacencia del grafo
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Algoritmo de paralelización para el ensamblage: Coloración de grafos

Malla sin colorear Malla coloreada para 6 procesadores
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Speedups del ensamblage de la matriz esparsa - 2D
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Paralelización del proceso de ensamblage de la matriz FEM

Speedups del ensamblage de la matriz esparsa - 3D
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Ambiente de computación científica NeoPZ (LABMEC - UNICAMP)
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