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Resumen

Vamos a determinar los modos cuasinormales (modos de oscilación cuya fre-
cuencia tiene parte real y parte imaginaria), originados debido a la perturba-
ción escalar en agujeros negros BTZ (Bañados, Teitelboim y Zanelli), para
ello resolveremos la ecuacion de Klein-Gordon, con el objetivo de obtener
una ecuación diferencial parcial hiperbólica también llamada ecuación tipo
Schrödinger, que puede ser resuelta por el método de integración numérica.
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Introducción

El descubrimiento de las ondas gravitacionales por la colaboración LIGO
en septiembre de 2015, sirvió como evidencia concreta de la existencia de
agujeros negros. Las ondas gravitacionales presentan una prueba novedosa
de la teoŕıa de la gravitación, sus caracteŕısticas dependen únicamente de
la estructura espacio-temporal de fondo y pueden ser estudiadas de forma
clásica, aśı como en teoŕıas alternativas de la gravitación.
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El agujero negro BTZ

El agujero negro BTZ es una solución a las ecuaciones de Einstein con cons-
tante cosmológica negativa, la cual fue determinada por Máximo Bañados,
Claudio Teitelboim y Jorge Zanelli en el año 1994 y es muy interesante de-
bido a que no posee singularidad, tiene simetŕıa esférica y está caracterizado
para fines de esta tesis únicamente por su masa.
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El agujero negro BTZ

De acuerdo con la convención de Misner, la ecuación de Einstein con cons-
tante cosmológica se define de la siguiente manera en un espacio-tiempo
vaćıo:

Rαβ − 1

2
gαβR + gαβΛ = 0. (1)

Donde la constante cosmológica Λ, está relacionada con la dimensión del
espacio-tiempo de esta manera:

Λ = −(D − 1)(D − 2)

2l2
. (2)

Donde l es el radio AdS y D es la dimension del espacio-tiempo, siendo que
para D = 3 la constante cosmológica para el agujero negro BTZ es:

Λ = − 1

l2
. (3)
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El agujero negro BTZ

Si consideramos un agujero negro en 2+1 dimensiones, en general, su métri-
ca puede definirse de la siguiente manera:

ds2 = −f (r)dt2 + f (r)−1dr2 + r2dϕ2. (4)

y podemos demostrar que la solución a las ecuaciones de campo de Einstein
es:

ds2 = −(−M +
r2

l2
)dt2 + (−M +

r2

l2
)−1dr2 + r2dϕ2. (5)
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La perturbación escalar en el agujero negro BTZ

Si consideramos la ecuación de Klein-Gordon para un campo sin masa, la
ecuación se reduce a :

1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νΦ
)
= 0. (6)

Desarrollando:

−∂t
(
1

f
∂tΦ

)
+

1

r
∂r (rf ∂rΦ) +

1

r2
∂2ϕΦ = 0. (7)

Asimismo, sabemos que la función Φ, tiene dependencia con respecto a las
tres coordenadas, aśı, podemos definir:

Φ (t, r , ϕ) = Ψ(t, r)Θ(ϕ). (8)
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La perturbación escalar en el agujero negro BTZ

Utilizando el método de separación de variables:

− r2

Ψ
∂t

(
1

f
∂tΨ

)
+

r

Ψ
∂r (rf ∂rΨ) =

1

Θ
∂2ϕΘ = m2, (9)

donde m es la constante de separación de variables, que será identificada
como el número multipolar de la perturbación,recurrimos nuevamente al
método de separación de variables, considerando la siguiente dependencia
de coordenadas.

Ψ(t, r) = R(r)T (t). (10)

De esta manera podemos llegar a las siguientes ecuaciones:

1

T
∂2ϕT =

f

Rr
∂r (rf ∂rR)−

fm2

r2
= −ω2. (11)

f

r
∂r (rf ∂rR)−

fm2R

r2
+ ω2R = 0, (12)

donde ω es otra constante de separación, que será identificada como la
frecuencia cuasinormal de la perturbación.
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La perturbación escalar en el agujero negro BTZ

La función radial puede ser expresada de la siguiente manera

R(r) = N(r)ψ(r). (13)

introducimos una nueva coordenada, la cual es conocida en modos cuasi-
normales como la coordenada tortuga r∗(r) y nos servirá para determinar
una ecuación tipo Schrödinger. Aśı, la Ec. (12), puede reescribirse como:

1

rf

(
ψ

f
∂r∗N +

N

f
∂r∗ψ

)(
f +

r

f
∂r∗f

)
+

1

f 2
∂r∗N∂r∗ψ +

ψ

f
∂r∗

(
1

f

)
∂r∗N

+
ψ

f 2
∂2r∗N +

∂r∗N∂r∗ψ

f 2
+

N

f
∂r∗

(
1

f

)
∂r∗ψ +

N

f 2
∂2r∗ψ − Nψm2

r2f
+
ω2Nψr

rf 2
= 0.

(14)

De esta ecuación, podemos definir la coordenada tortuga:

dr∗
dr

=
1

f
. (15)
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La perturbación escalar en el agujero negro BTZ

Figura: Transformación de coordenadas considerando r+ = 1.
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La perturbación escalar en el agujero negro BTZ

coordenada tortuga. Asimismo, la ecuación que buscamos no tiene derivada
primera con respecto a la coordenada tortuga, por ello su coeficiente debe
ser cero:

N +
Nr

f 2
∂r∗f +

2r

f
∂r∗N + rN∂r∗

(
1

f

)
= 0. (16)

dN

N
= −dr

2r
. (17)

N(r) =
1√
r
. (18)

Asimismo, de la separación de variables podemos obtener la forma general
que tiene el campo:

Φ(t, r , ϕ) =
1√
r
ψ(r)e−iωte imϕ. (19)
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La perturbación escalar en el agujero negro BTZ

Con este Ansatz para el campo escalar y determinada la coordenada tortuga,
podemos obtener la ecuación tipo Schrödinger(

∂2r∗ + ω2
)
ψ = Vψ. (20)

Donde V es llamado potencial, por la semejanza que tiene esta ecuación con
la ecuación de Schrödinger.

V (r) =
3r2

4l4
+

m2

l2
− M

2l2
− M2

4r2
− m2M

r2
. (21)
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Integración Numérica

Consideremos un sistema de coordenadas (u, v), las cuales son las coorde-
nadas tipo luz, en términos de las coordenadas (t, r∗), estas se relacionan
mediante la siguiente transformación de coordenadas:

u = t − r∗.

v = t + r∗. (22)

Figura: Coordenadas tipo luz.
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Integración Numérica

Ahora, sabiendo que Ψ(t, r) ∼ e−iωt , reescribimos la ecuación tipo Schrödin-
ger Ec.(20) de la siguiente manera:(

−∂2t + ∂2r∗
)
Ψ = −VΨ. (23)

Utilizando las coordenadas tipo luz, ahora obtenemos:

4
∂2Ψ

∂u∂v
= −VΨ.
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Integración Numérica

Que, integrando del siguiente modo, se torna:∫ v1

v0

∫ u1

u0

∂2Ψ

∂u∂v
dudv = −1

4

∫ v1

v0

∫ u1

u0

VΨdudv .

Ψ(u1, v1)−Ψ(u0, v1)−Ψ(u1, v0) + Ψ(u0, v0) = −1

4

∫ v1

v0

∫ u1

u0

VΨdudv .
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Integración Numérica

Figura: Esquema N,S,W,E.

Donde, utilizando el teorema del valor medio y asignando valores definidos
en términos de los puntos cardinales (N,S,E,O) y un punto Centro (C), como
se muestra en la Fig., podemos obtener:

Ψ(N)−Ψ(E )−Ψ(O) + Ψ(S) = −1

4
V (C )Ψ(C )∆u∆v .
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Modos cuasinormales

Figura: Esquema de integración.
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Modos cuasinormales

Se hicieron simulaciones considerando el horizonte de eventos fijo, esto es
r+ = 1.

Figura: Modos cuasinormales para la perturbación escalar con m variable y r+ = 1.
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Modos cuasinormales

Cuadro: Frecuencias cuasinormales para la perturbación escalar con m variable y
r+ = 1.
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Modos cuasinormales

Figura: Frecuencia real para la perturbación escalar considerando m variable y
r+ = 1.

B. Gutierrez Vilca (UNSA) Modos cuasinormales 8 de noviembre del 2022 27 / 33



Modos cuasinormales

Realizamos otro conjunto de simulaciones, en este caso hicimos m = 0, lo
cual corresponde al llamado “modo fundamental” de los modos cuasinor-
males, en este caso obtuvimos lo siguiente:

Figura: Modos cuasinormales para la perturbación escalar con m = 0 y r+ variable.
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Modos cuasinormales

Cuadro: Frecuencias cuasinormales para la perturbación escalar con m = 0 y r+
variable.

B. Gutierrez Vilca (UNSA) Modos cuasinormales 8 de noviembre del 2022 29 / 33



Modos cuasinormales

Figura: Frecuencia imaginaria para la perturbación escalar considerando r+
variable y m = 0.
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